Mediang zmiennej losowej o rozkladzie P nazywamy liczbe me taka, ze P(X<me)>1 i P(X>me) >+ .

Wektorem statystyk pozycyjnych dla wektora losowego (X3, ..., X;;) nazywamy wektor (X (1) X (n)) = (Xiy» -0 Xic,))
taki ze X, < - <Xy 1 (ky,..,ky) jest permutacjg (1,..,n). W szczegélnosci X (1) = min{Xy, ..., Xp}, X(n) =
max{Xy, ..., X, } oraz Xy, jest k-ta z kolei wartoscig z posrod (Xy, ..., X,) po posortowaniu niemalejaco.

Zad 1 Niech X bedzie catkowalng zmienng losows (tzn. E|X|<w). Pokaza¢, ze funkcja ¢(c)= E|X-C| osiaga najmniejsza
warto$¢, gdy C jest mediang zmiennej losowej X (¢ = m,), czyli $rednia odleglos¢ zmiennej losowej od stalej jest
najmniejsza gdy ta stata jest mediang zmiennej losowe;.

Wskazéwka Rozwazy¢ 2 przypadki 1) c<me 2) c>me i w kazdym z nich pokazaé¢ ze y(c)= E|X-c|- E|X-me|=Eg(X)>0
dla kazdego c. Aby to pokazac najlepiej narysowac g(X) przy ustalonych ¢, mei oszacowac ja przez funkcje kawatkami
statg przyjmujaca tylko 2 warto$ci C-me Oraz me-cC.

Zad 2 Niech X;, ..., Xy, bedzie i.i.d z rozkladu o dystrybuancie F i gestosci f. Znajdz wzor na dystrybuante Fy,, i gestos¢
fx(k) k-tej statystyki pozycyjnej wektora (X, ..., X,). W przypadku gdy f jest gestoscia rozktadu jednostajnego na [0,1]
narysuj gestosc fy 0 Oraz znajdz E (X (i) Korzystajac z odpowiedniego rozktadu Beta.

Zad 3 Niech Xy,...,Xn bedzie proba prosta z rozktadu o ciaglej dystrybuancie F. Statystyke R=Xm —X@) nazywamy
rozstepem z proby. Wykazaé, ze ER = Il— [I:(X)]n — [1— F (X)]n dx. Oblicz ER w przypadku gdy F jest dystrybuantg

rozktadu jednostajnego.

Wskazéwka dowolng zmienng losowg X mozna zapisa¢ X = X, — X_ gdzie X, = max{X,0} i X_ = —min{X, 0}.
Natomiast dla dowolnej nieujemnej zmiennej losowej Y mamy E(Y) = f;o 1 — Fy(t)dt gdzie Fy (t) jest dystrybuanta
zmiennej losowej Y.

Jesli nie definiujemy funkcji straty to przy obliczaniu ryzyka przyjmujemy kwadratowa funkcje straty:
R(O)=E(6-06)".

: va . o 1
Dla wektora (X, ..., X,,) zmienna losowa X o0znacza $rednig arytmetyczna, tzn. X = —Z X .
N4

Zad 4 Niech X, ..., Xn begdzie proba prostg z rozktadu wyktadniczego Exp(4). Znalez¢ rozktad X). Wykazaé, ze Xy,
Xm- X ; 1<k <m<n sgniezalezne. Znalezé rozklad zmiennej Xgr1)- X ; 1<k <n—1.

Zad 5 Niech X=(Xu,...,.Xn) i Y=(Y1,...,Yn) beda niezaleznymi prébami prostymi z rozktadéw odpowiednio N(m,,c?) i
N(my, o2). Ktéry z dwoch nastgpujacych estymatorow: T,(X,Y) =X Y , T,(X,Y) = < i X;Y; jestlepszym estymatorem
i-1

parametru t=mymy ?

Zad 6 Niech Xi,..,Xn bedzie proba prosta z rozkltadu jednostajnego U(0,60). Rozwazmy dwa estymatory
0, (X X)) =€, Xy T G5(X,, X ) =d X . Dobra¢ state ¢ oraz d, tak aby estymatory byly nieobcigzone
(Eg, = EQ, = 0). Ktory z tych estymatorow jest lepszym estymatorem parametru 0 ?

Zad 7 Wykonano 10 pomiar6w pewnej nieznanej wielkoSci m jednym przyrzadem pomiarowym, a nastepnie 5
pomiaréw innym przyrzadem. Zaktadamy, ze wyniki pomiaréw sg Xi, ...,X10, Xi1,...,X15 $3 niezaleznymi zmiennymi
losowymi przy czym kazda ze zmiennych Xi, ...,X10 ma rozktad normalny N(m, 0.1%) , podczas, gdy kazda ze zmiennych

15
Xi1,...,X1s ma rozktad normalny N(m, 0.2%). Dobraé¢ tak wspotczynniki ci,...,C15 aby estymator rﬁ:ZCiXi byt

i=1
estymatorem nieobcigzonym (EM =m) o najmniejszym ryzyku.



Zad 8 Niech X=(Xy,...,Xn) bedzie proba prosta z rozktadu Poissona P(1). Korzystajac z definicji pokazaé ze T(X) = X
jest statystyka dostateczng dla A.

Zad 9 Niech X=(Xu,...,Xn) bedzie proba prosta z rozktadu wyktadniczego Exp(4).Korzystajac z definicji pokazaé ze
T(X) = X jest statystyka dostateczng dla A.

Wskazéwka: Wyznaczy¢ gesto$é rozktadu warunkowego X, ..., X,,_1| X i wywnioskowaé, ze skoro ten rozktad nie
zalezy od A to rozktad X, ..., X,,| X tez nie zalezy od A.

Zad 10 Niech X=(X,...,Xn) bedzie proba prosta z rozktadu

a) Gamma(a, 1), 0 gestosci f(x) = A“rl‘(a) x@ g5 l0,00) ()

a

) 1 A+1
b) Pareto(a, 4), 0 gestosci f(x) = . (—) l(g,00) (x)

X

Korzystajac z kryterium faktoryzacji wyznacz statystyke dostateczng dla (a, 1).

Zad 11 Niech Z=((X1,Y1),...,(Xn,Xn)) bedzie proba z dwuwymiarowego rozktadu normalnego N(0,X), gdzie O jest
1 < -

wektorem zerowym a Z={ 'ﬂ Wyznacz statystyke dostateczng dla p. Udowodnij , ze statystyki T,(Z) = Xi
P

T,(Z) =Y sa swobodne a statystyka T,(Z) +T,(Z) nie jest swobodna.

Zad 12 Niech X=(X4,...,Xn) bedzie proba prosta z rozktadu Poissona P(8). Rozwazamy estymator prawdopodobienstwa
Pg(X41 = 0) = e=? (prawdopodobienstwo tego, Ze nastgpna wylosowana liczba bedzie zerem). Najprostszym
nieobcigzonym estymatorem tego prawdopodobienstwa jest T; = I(X; = 0). Korzystajac z twierdzenia Rao-Blackwella
poprawi¢ ten estymator i obliczy¢ ryzyko niepoprawionego i poprawionego estymatora.

Zad 13. Niech Xy,...,Xn bedzie proba prosta z rozktadu Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu 6. Niech
rozktadem ,,a priori” dla & bedzie rozktad Beta(a, ). Wyznacz estymator bayesowski parametru € oraz oblicz ryzyko
tego estymatora.

Zad 14 Niech X=(Xi,...,Xn) bedzie proba prosta z rozktadu wyktadniczego p(x|9)=9e’6"1(0m), 0. Wyznaczy¢

estymator bayesowski parametru € (przy kwadratowej funkcji straty) jezeli rozkltadem ,,a priori” tego parametru jest

rozktad Gamma(p,a) o funkcji gestosci f(0) = r?;) 0 p’1e’ael(ovoo) ®).

Zad 15 Niech X=(Xa,...,Xn) bedzie probag prosta z rozktadu Poissona p(x|/1):17x!e_’1 A>0, x=0,1,... . Wyznaczy¢

estymator bayesowski parametru A2 (przy kwadratowej funkcji straty) jezeli rozkladem ,,a priori” tego parametru jest
rozkltad wyktadniczy o funkcji gestosci f(1)=e™* L0y (4) -

Zad 16 Towarzystwo ubezpieczeniowe szacuje, ze okoto 20% pasazerdéw linii lotniczych wykupuje polisg
ubezpieczeniowa na przelot. Proporcja ta jest rozna dla roznych terminali, przy czym zmiennos$¢ charakteryzowana
odchyleniem standardowym wynosi 10%. Losowa probka 50 pasazeréw wybranego terminalu pokazata, ze tylko 5
nabylo polis¢. Przyjmujac jako rozktad a priori odpowiedni rozktad Beta oszacowac prawdziwg proporcj¢ pasazerow
w tym terminalu, ktérzy nabyli polisg.

Zad 17 Liczba rozmoéw przychodzacych w matej centrali telefonicznej ma rozktad Poissona z wartoscia oczekiwang
A. Warto$¢ oczekiwana A zmienia si¢ w poszczegdlnych dniach i zmiennos¢ ta jest reprezentowana rozktadem Gamma
ze $rednig 100 i wariancjg 200. Jezeli w danym dniu byto 90 rozmoéw przychodzacych to jaka jest ocena sredniej
liczby przychodzacych rozméw w tym dniu?

Zad 18 Przypusémy, ze X ma rozktad U(0,6). Zatézmy, ze rozktadem ,,a priori” parametru @ jest rozktad 7(0)=0e™
, 0. Wyznaczy¢ estymator bayesowski parametru & przy modutowej funkcji straty.



Zad 19 Niech X=(X4,...,Xn) bedzie proba prosta z rozktadu normalnego N(6,1). Wyznaczy¢ estymator bayesowski
parametru @ (przy kwadratowej funkcji straty) jezeli rozktadem ,,a priori” tego parametru jest rozktad wyktadniczy o

funkcji gestosei f(0) = e‘el(oyw) ).

Zad 20. Niech Xu,...,Xn bedzie proba prosta z rozktadu Bernoulliego B(1, p). Udowodnij ze X jest
Y

minimaksowym estymatorem parametru p przy funkcji straty L(p,d) = % .

ple—-p

Zad 21. Niech 8 bedzie estymatorem parametru 6 € © 0 ryzyku R(8, 8) takim, ze supgee R(é, 0) =d.

Udowodni¢, ze jesli istnieje Cigg rozktadow a priori T, i odpowiadajacy im cigg estymatoréw bayesowskich

6} dla ktorych ciag ryzyk bayesowskich r;, (65, 8) zmierza do d gdy k — oo to estymator 8 jest

minimaksowy ( lim 72, (B, 0) =supgeo R(,0) = 6-minimaksowy )

Zad 22. Niech Xu,...,Xn bedzie proba prosta z rozktadu Poissona P(A). Niech rozktadem ,,a priori” dla A
bedzie rozktad wyktadniczy z parametrem k (o warto$ci oczekiwanej rownej k). Wyznaczy¢ estymator

(2-d)?
A

bayesowski parametru A przy funkcji straty L(4,d)= . Czy jest to estymator minimaksowy? Czy X

jest estymatorem minimaksowym przy tej funkcji straty?
Wskazowka: skorzystac z tezy zadania 2

Zad 23 Niech Xi,...,Xn bedzie proba prosta z rozktadu N (m, a?) gdzie 62 > 0 jest dowolng znang liczba.
Udowodnij, ze X jest minimaksowym estymatorem parametru m.
Wskazowka: skorzystac¢ z tezy zadania 2 dla ciagu rozktadoéw a priori N (0, k)

Zad 24 Niech (X1,...,Xn) bedzie proba prosta z rozktadu o funkcji ggstosci f(x) = 2b*x™ 1 (X), gdzie

b>0. Wyznaczy¢ statystyke dostateczng i zupetng dla b a nastgpnie wyznaczy¢ nieobcigzony estymator b”,
reR , bedacy funkcja tej statystyki.

Zad 25. Niech (X1,...,.Xm) i (Y1,...,Yn) beda niezaleznymi probami prostymi z rozktadow U(0,8) i U(0,4).

Wyznaczy¢ statystyke dostateczna 1 zupetna dla (6, 6) a nastepnie wyznaczy¢ nieobcigzony estymator Z—X
y

bedacy funkcja tej statystyki.

Zad 26 Niech (X4,...,Xn) bedzie proba prosta z rozktadu Poissona z parametrem A. Wyznacz estymator
nieobcigzony o minimalnej wariancji parametru A%, keN.

Zad 27 Niech (Xi,...,Xn) bedzie probg prosta z rozkladu geometrycznego P(X =x) =(1— p)p*, x=01,...
Wyznaczy¢ estymator nieobcigzony o minimalnej wariancji dla P(X <2).

Zad 28 Niech X, ..., X, bedzie proba prosta z rozkladu N(m,c?). Wykaza¢, ze ENMW dla o2 jest
niedopuszczalny.

X

Zad 29 Niech X, ..., X,, bedzie proba prostg z rozktadu Gamma(2, 6) o gestosci f(x) = o7 e 01wy (X).
Wyznaczy¢ ENMW dla 8" ,r > 0.

a+b

Zad 30 Niech X, ..., X;, bedzie proba prosta z rozktadu U([a, b]). Wyznaczy¢ ENMW dla b — a i -~



Zad 31 Niech X=(Xy,...,Xn) bedzie wektorem losowym o niezaleznych wspotrzednych takich, ze Xi maja
rozktady normalne N(« +fti, o?), gdzie «, 8, o sa nieznane a ti s3 znanymi statymi réznymi miedzy
soba, i=1,...,n. Wyznaczy¢ ENMW parametrow « i f na podstawie obserwacji wektora X.

Zad 32 Udowodni¢ nastgpujace wlasnosci Informacji Fishera:

- Gdy T jest swobodna dla 6 to I:(8) = 0.

- Informacja Fishera nie zalezy od wyboru miary dominujacej (Skorzysta¢ z faktu Py K u A Pg LK v =
PpLpu+vorazuy<LKu+v,v<Ku+v)

- Przy warunkach regularnos$ci pozwalajacych na zmiane kolejnosci catkowania wzgledem rozktadu i
rozniczkowania po 8 mamy 1(6) = —Ejg [%

x|

Zad 33 Niech X=(X4,...,Xn) bedzie probg prosta z rozktadu Laplace’a o gestosci f(x)= #67 . Wyznaczy¢

ENMW parametru S i sprawdzi¢, czy jego wariancja osigga dolne ograniczenie Cramera-Rao.

Zad 34 Niech X;,X,, ..., X,bedzie proba prostg z rozktadu o gestosci fp(x). Udowodnij, ze jesli mozna
zamieni¢ kolejnos¢ roézniczkowania wzgledem 6 i catkowania wzgledem X funkcji fp(x) to: 1(0) = ni(6).
Oblicz 1(8) gdy fp(x) jest gestoscia rozktadu N (6, 82).

Zad 35 Niech X3, X5, ..., X;,bedzie proba prosta z rozktadu jednostajnego U (0, 8). Oblicz 1(8) oraz i(6). Czy
1(8) = ni(0)? Czy wariancja ENMW parametru 6 spetnia dolne ograniczenie Cramera-Rao?

Zad 36 Niech X=(Xu,...,Xn) bedzie proba prostg z rozktadu N(m,1) . Wyznaczyé ENMW dla g(m) = e™. Obliczyé
granic¢ ilorazu wariancji estymatora i dolnego ograniczenia Cramera-Rao gdy n — oo.

Zad 37 Niech Xi,...,Xm 1 Y1,...,Yn b¢dag dwoma niezaleznymi prébami prostymi z rozktadow N(za,1) i N(12,1). Znalez¢
95% przedziat ufno$ci dla -1 oparty na odpowiedniej statystyce dostatecznej.

Wskazowka: Znalez¢ rozktad p, — pu, — (X, — V).

Zad 38 Niech X=(Xa,...,Xn) bedzie proba prostg z rozktadu jednostajnego U(0,d). Wyznaczy¢ 90% przedziat ufnosci dla
parametru € oparty na odpowiedniej statystyce dostatecznej.

Wskazéwka: Znalezé rozktad — . |

Zad 39 Zalozmy, ze Xu,...,X4 jest proba prostg z rozktadu normalnego N(m,c?) o nieznanej warto$ci oczekiwanej i
nieznanej wariancji, za$ Xs jest zmienng losowa z tego samego rozktadu niezalezng od probki. Interpretujemy zmienna
Xs jako kolejna obserwacje, ktora pojawi si¢ w przysztosci, ale obecnie jest nieznana. Zbudvyj ,,przedzial ufnosci”
[L,U]=[L(X1,...,Xa), U(X1,...,Xs)] oparty na probce Xi,...,Xa taki, ze P(L(Xu,...,Xa)<Xs<U(Xy,...,X4))=0.95,

Wskazowka: Przyja¢ L(X1,...,Xs) =X -¢S oraz U(Xy,...,.Xa) = X + ¢S, gdzie X =%z X, S%= %Z(Xi -X)*,
i=1 i=1

C jest szukang statg.

Zad 40 Niech Xu,..., X, bedzie proba prosta z rozktadu jednostajnego U[ &, 6]. Wyznaczyé estymator najwickszej
wiarygodnosci parametru (6, ).

Zad 41 Niech X=(Xy,...,Xn) bedzie proba prosta z rozktadu Poissona z parametrem A, ktory chcemy oszacowac.
Niestety nie mozemy obserwowac¢ wartosci Xi,...,Xn. Mozemy jedynie obserwowac czy X; = 0, albo czy X; > 0, dla
i =1,..,n. Wyznaczy¢ estymator najwigkszej wiarygodnosci parametru A.



Zad 42 Niech Xi,...,X100 bedzie proba losowa z rozkladu wyktadniczego o nieznanej warto$ci oczekiwanej a (tzn.
f(x)= %e_g L10.0) (X) ). Znalez¢ estymator najwigkszej wiarygodnos$ci parametru a na podstawie czgsciowej informacji

o prébce, a mianowicie na podstawie tego, ze 80 zmiennych (sposrod wszystkich 100 z probki) przybrato wartosci

ponizej 3 i $rednia arytmetyczna z tych 80 warto$ci wynosi 2.

Zad 43 Skonstruowa¢ estymator najwickszej wiarygodnosci parametru € >0 i asymptotyczny przedziat ufnosci na
poziomie 1-=0.95 oparty na n elementowej probie prostej X = (X,,..., X)) z rozktadu normalnego N (8, 6?).

Zad 44 Liczby wypadkow Ny, ..., Ny zgltoszonych w towarzystwie ubezpieczeniowym w kolejnych k latach sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi. Zaktada si¢ ze N; ma rozktad Poissona z parametrem A - m;, gdzie m; jest znang
liczba samochodow ubezpieczonych w i-tym roku, a A jest nieznanym parametrem intensywnos$ci. Wyznacz estymator
najwickszej wiarygodno$ci parametru A 0raz asymptotyczny przedziat ufnosci na poziomie 1-¢ =0.95.

Zad 45 Skonstruowa¢ estymator najwigkszej wiarygodnosci parametru @i asymptotyczny przedziat ufno$ci na poziomie
1-0=0.95 oparty na n elementowej probie prostej X1,Xa,...,Xn z rozktadu o gestosci p(x,6) = % exp(-6x) , 8 >0, x >0.

Zad 46 Mamy podejrzenie, ze na kostce do gry, szostka wypada zbyt czgsto. Aby to sprawdzi¢ rzucamy kostka
wielokrotnie az do momentu wyrzucenia szostki i zapisujemy liczbe rzutéw. Nastepnie eksperyment ten powtarzamy n
razy. Na podstawie uzyskanych wynikéw skonstruuj estymator najwickszej wiarygodnosci i asymptotyczny przedziat
ufnosci na poziomie 1-a=0.95 prawdopodobienstwa wyrzucenia szostki.

Zad 47 Zmienna losowa X ma funkcj¢ gestosci f(x). Na podstawie pojedynczej obserwacji skonstruowaé
najmocniejszy test hipotezy Ho: f(X) =2x1,,,(X) przeciwko Hi: f(X)= 4x31[0’1] (X) na poziomie a. Wyznaczyé

moc tego testu i narysowac¢ wykres mocy w zalezno$ci od a. Obliczy¢ p-wartos¢ gdy X = t € [0,1] oraz sporzadzi¢
wykres p-warto$ci w zaleznosci od t.

Zad 48 Niech X=(Xj,...,Xn) bedzie probg prostg z rozktadu Gamma o gestoéci f (x) = % 9%1(0,0@) (x) . Skonstruowac

najmocniejszy test hipotezy Ho: 6=6>0 przeciwko alternatywie Hi:6=6,> 6 na poziomie a. Wyznaczy¢ moc tego
testu. Korzystajac z CTG narysowac¢ wykres mocy testu w zaleznos$ci od n przy ustalonych &, 61, @ oraz wykres mocy
testu w zalezno$ci od 6 przy ustalonych 6 n, c.

Zad 49 Niech X=(X4,...,Xn) bedzie proba prosta z rozktadu normalnego N(0,6?) . Skonstruowaé najmocniejszy test

hipotezy Ho: 8 =6 >0 przeciwko alternatywie H1:0<8=6<& na poziomie a. Wyznaczy¢ moc tego testu i narysowaé
wykres mocy testu w zalezno$ci od 6 przy ustalonych &, n, a.

Zad 50 Niech X=(X4,...,Xn) bedzie proba prostg z rozktadu Bernoulliego z prawdopodobiefistwem sukcesu p.
Skonstruowa¢ najmocniejszy test hipotezy Ho: p = p, przeciwko alternatywie Hi:p = p; > p, na poziomie a.
Wyznaczy¢ doktadna posta¢ testu dlan = 6, py = 0,25, o = 0,05. Wyznaczy¢ postac testu dla duzych n korzystajac
zCTG.

Zad 51 Niech Xj,...,Xq bedzie proba prosta z rozktadu normalnego N(m,1) o nieznanej wartosci oczekiwanej znanej
wariancji o*=1. Rozpatrzmy zadanie testowania hipotezy Ho: m=0 przeciwko alternatywie Hi: m=0,5. Nalezy
zbudowac taki test dla ktérego suma prawdopodobienstw btedéw I i II rodzaju, oznaczanych odpowiednio « i f jest
najmniejsza. Oblicz te najmniejszg wartos¢ a+pf.

Zad 52 Niech X=(Xy,...,Xn) bedzie proba prosta z rozktadu jednostajnego U (0, 8). Skonstruowac test oparty na
ilorazie wiarygodnosci hipotezy Ho: & =6 >0 przeciwko alternatywie Hi: 6 # 6, na poziomie c.



Zad 53 Niech X=(X1,...,.Xn) i Y=(Y1,...,Ym) beda niezaleznymi probami prostymi z rozktadow N(my,o?) i N(my,o?)
odpowiednio. Nieznana wariancja o® jest taka sama w obu rozktadach. Skonstruowaé test oparty na ilorazie
wiarygodnosci hipotezy Ho:m, = m,, przeciwko alternatywie Hi: m, # m,, na poziomie a.

Zad 54 Rzucamy n razy kostka do gry. Na podstawie uzyskanych wynikoéw skonstruowac test rzetelnosci kostki
oparty na ilorazie wiarygodnos$ci. Test rzetelnosci ma sprawdza¢ czy prawdopodobienstwo kazdej Scianki jest takie
samo przeciwko alternatywie, ze tak nie jest.



